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ALGEBRE LINEAIRE

SUITE DE DEUXIEME CHAPITRE
APPLICATIONS LINEAIRES

Exemples
1- Soita € E. L'application f: x e E  — ax € E est une application linéaire. En effet,

VX, y) e B2 f(x+y) =a(x+y) =(ax)+(ay)=f(x) +f(y).
En revanche, l'applicationf: x e E - ax? € E n'est pas linéaire car
f(x+y)=(x+y)?=x2+(y)?+2xy # f(x) +f(y)six#0ety#0

2-Lapplication f: (x,y) € IRZ2> x+Yy e IR est une application linéaire.

B- Opérations sur les applications linéaires

Theoréeme :
L’ensemble L( E,F) des applications linéaires définies de E vers F , muni de I’addition et de
la multiplication par un scalaire est un espace vectoriel réel.

B-1 Addition

Si f et g sont deux applications linéaires, définies de E vers F , alors I’application f+ g,
définie de E vers F par
(f+g)(x) = f(x)+g(x), est une application linéaire.

B-2 Multiplication par un scalaire

Si f est une application linéaire definie de E vers F et o un réel, alors I’application (af)
definie de E vers F par .
(af )(x) =a (f)(X) estune application linéaire.

B-3 Composition de deux applications linéaires

Soient E , F et G trois espaces vectoriels réels.

« Si f est une application lin€aire de E vers F et g une application linéaire de F vers G, alors
I’application g o f est une application linéaire de E vers G .



C- Image et image réciprogue par une application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels réels et f est une application linéaire de E vers F .

Définitions :
Soit A un sous ensemble de E. On appelle I’image de A par f, et on note f(A) I’ensemble :
f(A) ={f(x)/ x € A}

Soit B un sous ensemble de F. On appelle I’image réciproque de B par f, et on note f1(B)

I’ensemble :
f1(B)={x € A/f(x) € B}

Théoremes :
-Si A est un sous espace vectoriel de E, alors f(A) est un sous espace vectoriel de F.
-Si B est un sous espace vectoriel de F, alors f1(B) est un sous espace vectoriel de E.

Théoremes :

-L’image d’un systéme générateur d’un sous espace vectoriel A de E est un systéme
générateur du sous espace vectoriel f(A) de F.

-L’image par f d’un systeme lié¢ est un systeme lié.

-Si I’image par f d’un systéme est libre alors ce systeme est libre.

D- Noyau et image d’une application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels réels et f est une application linéaire de E vers F .

Définitions :
-On appelle I’'image de f, et on note Im(f) , I’image de E par f':
Im(f)=f(E) = {f(X)/x€E}

-On appelle le noyau de f et on note Ker(f), I’image réciproque de {O¢} par f:
Ker(f) =f1(0r) ={x€E / f(x) =0r}

Théorémes :
- Im(f) est un sous espace vectoriel de F.
est un sous espace vectoriel de E.




Théoréme :
Im (f) est le sous espace vectoriel de F engendré par I’image d’une base quelconque de E.

E- Applications linéaires injectives et surjectives

E un espace vectoriel réel de dimension n et F un espace vectoriel réel de dimension p.
f une application linéaire de E vers F.

Théorémes :
-f est injective  si et seulement si Ker(f) = {Oc}

-f est surjective si et seulementsi Im(f) =F
-f est bijective, dim E = dim F si et seulement si f est injective si et seulement si f est
surjective

Corollaires :

-Si ’application linéaire f est injective alors dim E < dim F.
-Si ’application linéaire f est surjective alors dim E > dim F.
-Si ’application linéaire f est bijective alors dim E = dim F.

F- Rang d’une application linéaire

Définition :

Soit E et F deux espaces vectoriels réels de dimension fini et soit f une application linéaire de
E vers F . On appelle le rang de 1’application linéaire f, et on note rg(f), la dimension de
I’image de f':

rg(f) = dim Im(f)



Théoreme : Soit E et F deux espaces vectoriels réels de dimension fini.
Si f est une application linéaire de E vers F , alors :

dimE = dim Ker(f) + dim Im(f) = dim Ker(f) + rg(f)

Théorémes : Soit E et F deux espaces vectoriels réels de dimension fini.
Si f est une application linéaire de E vers F, alors :

-f est injective si et seulement si rg(f) = dim (E)

-f est surjective si et seulement si rg(f) = dim (F)

-f est bijective si et seulement si rg(f) = dim (E) = dim (F)
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